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TRANSFORMASI WAVELET DISKRIT PADA
SINTETIK PEMBANGKIT SINYAL
ELEKTROKARDIOGRAM
Yedidia Panca, Tulus, Esther Nababan
Abstrak. Transformasi Wavelet ditemukan sekitar tahun 1980-an yang merupakan
perbaikan dari transformasi Fourier. Transformasi wavelet ini digunakan dalam
menganalisa sinyal elektrokardiogram (EKG). Sinyal elektrokardiogram adalah
sinyal diskrit yang merupakan kumpulan vektor-vektor dalam ruang vektor Haar.
Penelitian ini memperlihatkan bahwa wavelet dengan Analisis Multiresolusi yaitu
oleh translasi dan dilatasi sebagai basis orthonormal atau sebuah fungsi pemba-
ngun pada ruang vektor Haar yang membangkitkan sinyal elektrokardiogram sebagai
fungsi berhingga yang merupakan fungsi dalam sub-ruang L2(R). Dalam penelitian
ini, diberikan formula penerapan dekomposisi sinyal atas ruang diskrit Haar yang
merupakan langkah awal dalam menganalisa sinyal elektrokardiogram yang terma-
suk dalam sub-ruang L2(R).
1. PENDAHULUAN
Elektrokardiogram (EKG) adalah suatu sinyal yang dihasilkan oleh aktivi-
tas otot jantung. EKG merupakan rekaman informasi kondisi jantung yang
diambil dengan memasang elektroda pada badan[1]. Sinyal elektrokardio-
gram yaitu suatu sinyal fungsi berhingga. Kelajuan dari suatu pemrosesan
sinyal yang cukup cepat dapat memastikan bahwa energi dari sebuah sinyal
adalah berhingga.
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Wavelet merupakan salah satu pemodelan matematika yang didefinisi-
kan sebagai fungsi berhingga. Analisis energi berhingga dapat dilakukan de-
ngan mentransformasikan energi sinyal terlebih dahulu yaitu dengan meng-
gunakan Transformasi Wavelet. Bentuk umum Transformasi Wavelet yang
pertama kali diperkenalkan oleh Jean Morlet dan Alex Grossman, yaitu:
ψa,b(t) =
1√|a|ψ( t− ba ) (1)
di mana a adalah parameter penskalaan (dilatasi) dan b adalah parameter
pergeseran (translasi) dan
√|a| adalah normalisasi energi yang sama dengan
energi induk dengan a, b ∈ R dan a 6= 0.
Fungsi persamaan (1) di atas dapat disebut sebagai wavelet ataumother
wavelet jika memenuhi kondisi∫ ∞
−∞
ψ(x)dx = 0 (2)
Dekomposisi sinyal merupakan langkah awal dalam pemrosesan sinyal
yang disebut dengan tahap filtering. Sinyal asli yang dibagi ke dalam dua
bagian, sinyal aproksimasi dan sinyal detail dengan panjang masing-masing
sinyal setengah dari panjang sinyal asli. Sinyal aproksimasi yang di dalam
pemrosesan sinyalnya menggunakan fungsi penskalaan φj,k(t) sebagai fungsi
dasar dan sinyal detail menggunakan fungsi ψj,k(t) sebagai fungsi dasarnya.
2. LANDASAN TEORI
Sinyal Elektrokardiogram
Kelajuan dari suatu pemrosesan sinyal yang cukup cepat dapat memastikan
bahwa energi dari sebuah sinyal adalah berhingga. Energi dari sebuah sinyal
f(t) = {f1(t), f2(t), ..., fN (t)}, dapat didefinisikan sebagai
Ef = (f21 (t) + f
2
2 (t) + ...+ f
2
N (t)) (3)
di mana f(t) adalah himpunan bagian atau termasuk di dalam L2(R).
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Transformasi Wavelet
Transformasi Wavelet dalam penerapannya digunakan untuk menganalisa
sinyal diskrit yang ditemukan sekitar tahun 1980an. Ide dari penkonstruk-
sian Wavelet adalah bagaimana memilih suatu fungsi tunggal ψ (yang dise-
but Wavelet), kemudian dibentuk keluarga fungsi ψj,k yang diperoleh de-
ngan cara mendilatasi dan mentranslasi ψ sehingga akan diperoleh basis di
L2(R)[2]. Transformasi Wavelet diskrit (pengubahan ke domain Wavelet).
aj = < fj(t), φj,k(t) > =
∫
fj(t) . φj,k(t) d(t)
dj = < gj(t), ψj,k(t) > =
∫
gj(t) . ψj,k(t) d(t) (4)
di mana
fj+1(t) =
∑
k
a0.φ0,k(t) +
∑
k
∞∑
j=0
dj .ψj,k(t)
Fungsi φj,k(t) adalah keluarga Wavelet (father Wavelet) atau yang sering
dikatakan fungsi penskalaan yang telah dibangun dari fungsi dasar φ(t) de-
ngan menggunakan operasi translasi untuk semua k ∈ Z dan ditranlasi
untuk semua j ∈ Z. Fungsi dasar φ(t) dibangun oleh fungsi kotak (the box
function)
φ(t) =
{
1, 0 ≤ t < 1
0, lainnya
Pengaturan dasar Wavelet ada pada satu fungsi penskalaan φj,k(t). Pen-
skalaan merupakan sebuah operasi yang membuat atau yang memberikan
sebuah objek menjadi tebal atau tipis oleh pilihan parameternya. Fungsi
dasar Wavelet didefinisikan sebagai berikut:
ψ(t) = φ(2t)− φ(2t− 1) =

1, 0 ≤ t < 12
−1, 12 ≤ t < 1
0, lainnya
Ruang Haar
Ruang Haar adalah salah satu ruang vektor yang bekerja dalam keluarga
Wavelet yang juga merupakan sub-ruang dalam ruang Lebesgue (L2(R)).
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Ruang vektor Haar (V0, Vj ,W0,Wj) adalah ruang vektor yang telah meli-
batkan operasi translasi dan dilatasi[3].
Definisi 1. (Ruang Haar V0 dan Fungsi Haar φ(t)). Andaikan φ(t) adalah
sebuah fungsi Haar, maka V0 didefinisikan sebagai berikut:
V0 = span{..., φ(t+ 1), φ(t), φ(t− 1), ...} ∩ L2(R)
= span{φ(t− k)}k∈Z ∩ L2(R)
Definisi 2. (Ruang Haar Vj). Andaikan φ(t) adalah sebuah fungsi Haar,
maka ruang vector Vj didefinisikan sebagai berikut:
Vj = span{..., φ(2jt+ 1), φ(2jt), φ(2jt− 1), ...} ∩ L2(R)
= span{φ(2jt− k)}k∈Z ∩ L2(R)
Definisi 3. (Ruang Haar W0). Andaikan ψ(t) adalah sebuah fungsi Haar,
maka ruang W0 didefinisikan sebagai berikut:
W0 = span{..., ψ(t+ 1), ψ(t), ψ(t− 1), ...} ∩ L2(R)
= span{ψ(t− k)}k∈Z ∩ L2(R)
Definisi 4. (Ruang Haar Wj). Andaikan ψ(t) adalah sebuah fungsi Haar,
maka ruang Wj didefinisikan sebagai berikut:
Wj = span{..., ψ(2jt+ 1), ψ(2jt), ψ(2jt− 1), ...} ∩ L2(R)
= span{ψ(2jt− k)}k∈Z ∩ L2(R)
Ruang Lebesgue Lp(R)
L2(R) adalah salah satu kelas pada ruang fungsi Lebesgue Lp(R). Ruang
Lebesgue L2(R) yaitu salah satu pembahasan model matematika yang di-
bangun oleh transformasi Wavelet. Model matematika ini bekerja dalam
ruang vektor pada aplikasi yaitu salah satunya dalam pemrosesan sinyal.
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Definisi 5. (Ruang Terukur). Andaikan ruang L2(R) dikatakan sub-ruang
terukur Lebesgue maka ruang L2(R) didefinisikan sebagai himpunan
L2(R){f : R→ C|
∫
R
|f(x)|2dt <∞}
Kelajuan dari suatu pemrosesan sinyal yang cukup cepat dapat memastikan
bahwa energi dari sebuah sinyal adalah berhingga.
Transformasi Orthonormal
Transformasi orthonormal dapat digunakan untuk mengekspresikan kem-
bali sebuah deret waktu dengan kata lain dapat dengan mudah membangun
deret dari transformasi. Informasi dalam transformasi ini akan sama dengan
informasi dalam deret aslinya. Dua buah himpunan orthonormal merupa-
kan himpunan orthogonal.
Definisi 6. (Penjumlahan Langsung dan Penjumlahan Orthogonal). An-
daikan bahwa V danW adalah sub-ruang atas L2(R), maka penjumlahan or-
thogonal atas ruang L2(R) didefinisikan penjumlahan dari V dan W adalah
juga sub-ruang atas L2(R), maka
X = V +W = {f(t) + g(t)|f(t) ∈ V, g(t) ∈W}
Jika V ⊥W , untuk X merupakan hasil penjumlahan orthogonal V dan W
X = V ⊗W = {f(t) + g(t) | f(t) ∈ V, g(t) ∈W,< f(t), g(t) > = 0}
Jika X = V +W , kemudian V ⊆ X dan 0 ∈W maka V = {f(t)+0 | f(t) ∈
V }. Pengertian yang sama jika ditunjukkan untuk W ⊆ X.
3. TRANSFORMASI WAVELET HAAR DISKRIT
Sinyal elektrokardiogram (EKG) adalah bentuk sinyal yang terdiri dari kum
pulan titik-titik yang didefinisikan dalam suatu ruang vektor. Sinyal elek-
trokardiogram (EKG) merupakan sinyal yang bentuknya selalu berubah-
ubah pada satu waktu tertentu (diskrit). Sebuah sinyal diskrit adalah se-
buah fungsi waktu (t = t1, t2, ..., tN ) dengan nilai yang terjadi di saat yang
berbeda. Pada umumnya sebuah sinyal diskrit dinotasikan dalam bentuk
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f(t) = {f1, f2, ..., fN} di mana N adalah bilangan bulat positif yang terli-
hat sebagai panjang dari f(t). Analisis sinyal dengan transformasi diskrit
berhubungan langsung dengan dua komponen penting dalam melakukan
transformasi yakni fungsi Wavelet dan fungsi penskalaan juga analisis mul-
tiresolusi dalam operasi translasi dan dilatasi.
Analisis Sinyal
Analisis Wavelet sederhana didasarkan pada fungsi penskalaan Haar φ(t).
Cara sederhana untuk membangun f(t) adalah melalui fungsi φ(t) dari
fungsi kotak u(t) (the box function) yang didefinisikan sebagai berikut:
φ(t) =
{
1, 0 ≤ t < 1
0, lainnya
Proposisi 1. (Parameter Translasi dan Dilatasi). Diberikan sebuah fungsi
φj,k(t) yang dibangun dari fungsi dasar φ(t), untuk semua operasi translasi
k ∈ Z dan dilatasi j ∈ Z
φj,k(t) = 2
j
2φ(2jt− k)
Bukti: Andaikan fungsi penskalaan Haar didefinisikan
φ(H)(t) =
{
1, −1 ≤ t < 0
0, lainnya
Dalam bentuk lain
φ
(H)
0,k (t) ≡ φ(H)(t− k)
{
1, (k − 1) ≤ t < k
0, lainnya
Ruang aproksimasi Haar V (H)0 untuk semua L
2R sebagai basis orthonormal
dari φ(H)0,k (t) yang diterapkan untuk sepanjang translasi k, di mana k ∈
Z. Setelah melakukan translasi sejauh k, dilanjutkan dengan men-dilatasi
fungsi φ(H)0,k
φj,k(t) =
φ0,k( t2j )
j
√
2
=
φ( t
2j
− k)
j
√
2
=
φ(2−j(t− k
2j
))
j
√
2
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= 2
−j
2 φ(2−j(t− k
2j
))
φj,k(t) = 2
−j
2 φ(2jt− k)
Dari penjelasan di atas diperoleh parameter dilatasi a = 2−j dan parameter
translasi b = 2−jk.
Transformasi Wavelet Haar
Sama halnya untuk semua Transformasi Wavelet, transformasi Haar memi-
sahkan sinyal diskrit menjadi dua bagian sinyal (masing-masing sinyal pan-
jangnya setengah dari panjang sinyal semula (original signal). Satu bagian
sinyal menuju sebuah sinyal aproksimasi (approximation/average) dan bagian
sinyal lainnya menuju sinyal detail. Ruang V0 dikatakan ruang basis fungsi
penskalaan yang bekerja pada sinyal aproksimasi dan ruang W0 merupakan
basis fungsi Wavelet yang bekerja pada ruang detail. Hubungan fungsi pen-
skalaan dan fungsi Wavelet adalah penjumlahan fungsi yang orthogonal.
Proposisi 2. (Ruang Orthogonal V0 dan W0). Diberikan f(t) ∈ V0 dan
g(t) ∈W0 kemudian < f(t), g(t) >= 0, maka V0 orthogonal atas W0
Bukti: Menunjukkan bahwa ruang V0 dan W0 adalah orthogonal dengan
memperlihatkan hasil perkalian dalam (inner product) keduanya sama de-
ngan nol.
Sejak f(t) ∈ V0, dapat ditulis sebagai kombinasi linier atas φ(t) dan dengan
pergeseran (translate) sejumlah bilangan bulat
f(t) =
∑
k∈Z
akφj,k(t)
Dengan cara yang sama untuk g(t) ∈ W0, dapat ditulis sebagai kombinasi
liner ψ(t)
g(t) =
∑
m∈Z
dmψj,m(t)
Untuk ak merupakan koefisien fungsi penskalaan dan dm koefisien fungsi
Yedidia Panca – TRANSFORMASI WAVELET DISKRIT 102
Wavelet. Dengan perkalian dalam, bentuknya menjadi
< f(t), g(t) > = <
∑
k∈Z
akφ(t− k),
∑
m∈Z
dmψ(t−m) >
=
∑
k∈Z
ak
∑
m∈Z
dm < φ(t− k), ψ(t−m) >
Untuk k 6= m, {φ(t − k), ψ(t −m)} = 0 maka diperoleh < f(t), g(t) > = 0.
Oleh pembuktian di atas maka tebukti bahwa untuk ruang V0 orthogonal
atasW0 dari pembuktian perkalian dalam unsurnya yang sama dengan nol.
Teorema 1. (Penjumlahan Orthogonal V0 ⊕ W0). Andaikan V0 dan V1
(definisi 1) dan W0 (definisi 3), maka V1 = V0 ⊕W0
Bukti: Dari definisi 6 diperlihatkan bahwa f1(t) ∈ V1 yang diekspresikan
sebagai penjumlahan dari f0(t) ∈ V0 dan g0(t) ∈ W0. Ketika f0(t) dan
g0(t) adalah dua unsur yang berada pada V1, maka V1 = V0 +W0. Untuk
melengkapi pembuktian ini, penulis menunjukkan bahwa jika f1(t) ∈ V1 dan
tegak lurus untuk semua fungsi pendukung h(t) ∈ V0, kemudian f1(t) ∈W1.
Asumsikan f1(t) = f0(t) + g0(t) dan andaikan h(t) ∈ V0 maka
0 = < f1(t), h(t) >
= < (f0(t) + g0(t)), h(t) >
= < (f0(t), h(t) > + < g0(t), h(t)) >
= < (f0(t), h(t) > + 0
= < (f0(t), h(t) >
Untuk semua h(t) ∈ Vj , f0(t) = 0 sehingga f1(t) = g0(t) ∈W0.
Teorema 2. Diberikan Vj , Vj+1 (definisi 1) dan Wj oleh (definisi 3) maka
Vj+1 = Vj ⊕Wj .
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Bukti : Diberikan fungsi fj+1 ∈ Vj+1 yaitu sebuah fungsi aproksimasi
(aproximation) dari fj ∈ Vj dan sebuah fungsi detail gj ∈ Wj . Diketahui
fungsi fj+1 ∈ Vj+1 yang diekspresikan sebagai penjumlahan dari fj ∈ Vj dan
gj ∈ Wj . Ketika fj dan gj adalah dua unsur yang berada pada Vj+1, maka
Vj+1 = Vj +Wj . Berdasarkan pembuktian Teorema 3, diasumsikan untuk
semua h(t) ∈ Vj yang tegak lurus untuk semua f(t) ∈ Vj dan fj+1 = fj + gj
maka fj(t) = 0 sehingga fj+1(t) = gl(t) ∈Wl, l = 0, ..., j dan j ∈ Z.
Pada dasarnya yang diberikan oleh Teorema 4 adalah merupakan sebuah
iterasi atau langkah-langkah yang digunakan dalam proses dekomposisi se-
buah sinyal. Jika fj+1 ∈ Vj+1 dan oleh Teorema 4, dekomposisi fj+1(t)
dapat ditulis sebagai
fj+1(t) = (f0(t) + g0(t) + g1(t) + ...+ gj(t)) ∈ L2(R)
dan untuk fj dan gj adalah dua unsur yang berada pada Vj+1, maka
Vj+1 = V0 ⊕W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wj = L2(R)
4. KESIMPULAN
Kesimpulan yang diberikan dari kajian ini adalah :
1. Penelitian ini menunjukkan bahwa fungsi penskalaan dan fungsi wavelet
merupakan fungsi variabel real t yang berada dalam ruang fungsi
L2(R).
2. Dekomposisi sinyal dalam ruang Haar membuktikan bahwa setiap fungsi
yang berada disepanjang ruang Haar merupakan unsur-unsur yang
berada pada ruang fungsi L2(R).
fj+1(t) = (f0(t) + g0(t) + g1(t) + ...+ gj(t)) ∈ L2(R)
Vj+1 = V0 ⊕W0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wj = L2(R)
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